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1 Normalna incidencija ravnog, uniformnog
prostoperiodi¢cnog talasa na jonizovani gas

Podsetimo se prvo da se jonizovani gas za prostoperiodi¢no elektromagnetsko (EM) polje
ucestanosti f ponasa kao savrseni dielektrik permitivnosti

e =g (1-;2). (1)

Permitivnost ¢’ naziva se prividna permitivnost, a f. kriticna ucestanost jonizovanog gasa.
Ako je f > f. tada je & > 01 time je uslov da se u jonizovanom gasu moze prostirati
talas ucestanosti f ispunjen, pa se jonizovani gas ponasa kao realni dielektrik. Ovaj uslov
nazvacemo uslov prostiranja.

Ako je, medutim, f < f., tada je ¢/ < 0, pa se jonizovani gas ponaSa kao fiktivni
dielektrik negativne permitivnosti. Uslov prostiranja nije ispunjen, tj. u ovom gasu se
ne moze prostirati talas ucestanosti f, ali u njemu moze postojati specificno EM polje
koje se naziva evanescentni “talas” i njega ¢emo u ovom tekstu prouciti u najosnovnijim
crtama. Termin “talas” u ovom kontekstu treba shvatiti uslovno, pa stoga stavljamo
znakove navoda.

1.1 Slucaj dve sredine

Neka ravan uniforman EM talas, ucestanosti f (ugaone ucestanosti w = 27 f), prostiruéi
se u smeru +z-ose, nailazi upravno na homogen jonizovani gas kriti¢cne ucestanosti f.
(f < f.). Sredina je svuda vakuum. Iako je prividna permitivnost gasa (data jednac¢inom
(1)) negativna, prora¢un polja u obe sredine je u matematickom smislu isti kao da desni
poluprostor ispunjava savrsen dielektrik. Prema tome, talasna impedansa gasa je
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i ¢isto je imaginarna. (Moze se pokazati, reSavanjem talasne jednacine, da resenje sa

znakom minus, Z, = —j,/*% otpada.) Kompleksni koeficijent prostiranja je

7 = jwy/'po = Ea, a=wy/(—=&)u >0 (3)



i ¢isto je realan, a konstanta « je koeficijent slabljenja. Polje u sredini 2 se moze prikazati
kao superpozicija dva polja — jednog koji od z zavisi kao e*** i drugog koji od z zavisi
kao e~**. S obzirom da sa porastom z polje ne moze neogranic¢eno rasti (grani¢ni uslov
u beskonacnosti), resenja sa e™** otpada, pa je vektor E u sredini 2

E, = Eyye iy, (4)
gde je
27, Ho
Ew=TFE, T=—""- 7Zi=Z/y=,—. 5
Ly = L Ly Zo+ 7 1 0 e (5)

Ovde smo pretpostavili da je vektor E incidentnog talasa linijski polarizovan i u smeru
zr-ose. Time je i transmitovani “talas” linijski polarizovan i vektor E, u istom smeru.
(Citaocu se ostavlja da odredi vektor H u sredini 2.)

Polje u sredini 2 naziva se evanescentni (iscezavajuéi) “talas”. Ovo polje nije EM
talas, jer izraz (4) ne sadrzi faktor oblika ™% (8 > 0), koji bi predstavljao prostiranje
faze u smeru +z-ose. Dakle, ako se u nekoj sredini kao resenje talasne jednacine dobije
polje koje od poduzne koordinate zavisi iskljucivo kao e*** (a > 0), to reSenja naziva
se evanescentni “talas”. Na drugi nacin receno, evanescentni “talas” je reSenje talasne
jednacine u kome je kompleksni koeficijent prostiranja cisto realan.

Ovde treba uociti razliku izmedu evanescentnog “talasa” i talasa koji se prostire kroz
sredinu sa gubicima, i pored toga Sto oba sadrze eksponencijalni faktor e=**. Naime, u
sredini sa gubicima zavisnost elektri¢nog i magnetskog polja talasa (koji se npr. prostire
u smeru +z-ose) je oblika e~** e 7% i njegovo eksponencijalno slabljenje je posledica gu-
bitaka, tj. pretvaranja energije EM polja u Dzulove gubitke. Kod evanescentnog “talasa”
(koji se “prostire” u smeru +z-ose) slabljenje se izrazava istim faktorom (e~%*), ali ono
nije posledica gubitaka, veé¢ specificne strukture polja u toj sredini.

Koeficijent refleksije talasa na razdvojnoj povrsi dve sredine je
Ly — 7y

R=22"71 6
=T Z,+ 74 (©)

Kako je u ovoj formuli brojilac jednak konjugovanoj vrednosti imenioca, to je |R| = 1,
pa se sva energija incidentnog talasa reflektuje nazad u sredinu 1. Citaocu se ostavlja da
pokaze da je realan deo Pointingovog vektora na razdvojnoj povrsi (tj. u tackama z = 0%
i z=07) jednak nuli.

1.2 Slucaj tri sredine

Pretpostavimo sada da ravan uniforman prostoperiodican talas, ucestanosti f < f.,
nailazi na sloj homogenog jonizovanog gasa debljine d (kao na sl. 344.1 i 344.2 iz “Ispitne
zbirke”, gde su sredine 1 i 3 vakuum, a sredina 2 je jonizovani gas). Za razliku od
prethodnog sluéaja (kada je sloj jonizovanog gasa bio beskonac¢no debeo), sada u gasu
postoje uslovi za pojavu i evanescentnog “talasa” koji je srazmeran se e™®*, jer za sredi-
nu 2 vise ne postoji grani¢ni uslov u beskonacnosti. Polje u sve tri sredine se sada moze
racunati na formalno potpuno isti nacin kao da je sredina 2 savrsen dielektrik. Dakle,
u sredini 2 postoji i “direktni” i “reflektovani” evanescentni “talas”. Ova dva polja od
z-koordinate zavise kao e~** 1 e™** respektivno. U sredini 1 postoji klasi¢ni reflektovani
talas.

Interesantno je da je sada u sredini 3 resenje talasne jednacine progresivan talas.
Dakle, i pored toga Sto u sredini 2 ne postoje uslovi za prostiranje talasa, EM polje



prodire i u sredinu 3 i u njoj postoji transmitovani talas. Ovaj talas je, medutim, dodatno
oslabljen usled evanescentnog talasa u sredini 2. Na ovaj nacin sloj jonizovanog gasa
funkcionise kao oslabljiva¢ (atenuator) talasa.
Odredimo efektivnu vrednost transmitovanog talasa (talasa u sredini 3). Ovaj talas
je oblika
E, =E e I ls, (7)

gde treba odrediti kompleksnu efektivnu vrednost £,,. Radi pojednostavljenja proracuna
zanemari¢emo “reflektovani” evanescentni “talas” uz levu razdvojnu povrs (z = 07), tj.
zanemari¢emo visestruku “refleksiju” evanescentnog “talasa”. (Ovo je vrlo opravdana
aproksimacija, osim u slucaju kada je d malo — reda veli¢ine 1/«.) Sada su grani¢ni
uslovi na levoj razdvojnoj povrsi isti kao da je sredina 2 beskonac¢na, pa je “direktan”
evanescentni “talas” u sredini 2

E, = EyI'ye i, (8)

gde je Ty = (24,)/(Zy + Z1), Z1 = Zy. Na desnoj razdvojnoj povrsi graniéni uslovi
su ponovo formalno isti kao da postoje samo dve sredine, jer u levoj sredini (sredini 2)
postoji “direktni” i “reflektovani” (evanescentni) “talas”, a u desnoj sredini (sredini 3)
samo transmitovani talas. Zato je

By = EqgT1oe Ty, 9)

gde je Tys = (273)/(Zs + Z,), Z3 = Zy. Dakle, slabljenje talasa izrazeno u decibelima,
linearno zavisi od debljine sloja d (uz ve¢ navedenu pretpostavku da sloj nije jako tanak.)

2 Totalna refleksija ravnog, uniformnog
prostoperiodi¢nog talasa na razdvojnoj povrsi
dva dielektrika

2.1 Slucaj dve sredine

Pretpostavimo sada da ravan talas nailazi iz dielektrika 1 na razdvojnu povrs sa dielek-
trikom 2, a pod upadnim uglom 6 veé¢im od Oror (fror = arcsincy/co, ¢1 < ¢3) (v. sliku
13.8 iz “Elektromagnetike” B.Popovi¢a). Analizirajmo polje u sredini 2. Resenje za EM
polje u obe sredine je formalno (matematicki) potpuno isto kao da je 8 < Oror, Sto se
moze pokazati resavanjem talasne jednacine u obe sredine. Naime, talas u sredini 2 je
oblika

E, = E,e "™y, (10)

gde je By = w,/Eafiz fazni koeficijent u sredini 2, ny = {0,sin6;, —cos6;} je ort u smeru
prostiranja transmitovanog talasa, r = {x,y, z} je radijus vektor proizvoljne tacke u
prostoru i 2, je referentni ort vektora E, (koji zavisi od polarizacije talasa).

Za razliku od slucaja 0 < Oror, sada je

sinf, = Zsind > 1, (11)
C1

sto je moguée samo ako je ugao 6; kompleksan (u formalno matematickom smislu). Da
bismo videli §ta to znaci u stvarnom — fizickom smislu, transformisa¢emo eksponent u



izrazu (10). Kao prvo, u izrazu za ort my, sin6; je dato jednacinom (11), a

cosby = +4/1 —sin? 0, = £jK, K =/sin’f, —1 >0, (12)

gde ¢emo znak ‘4’ ili ‘-” odabrati malo kasnije. Sada je eksponencijalni faktor u (10)

e BT _ (—iBaysind, (FhazK (13)

Kako polje u sredini 2 ne moze neograniceno rasti za z — —oo, to u (13) i (12) treba
odabrati donji znak. Konac¢no je

e—jﬁ2nt'7’ _ e—j52y sin 0t e-‘rﬁzZK. (14)

Dakle, u sredini 2 postoji specifican (neuniforman) talas koji se prostire u smeru y-ose
(duz razdvojne povrsi), a ¢ija amplituda opada eksponencijalno (kao e*?) sa rastojanjem
od razdvojne povrsi, sa konstantom slabljenja

a =K. (15)

Talas sa ove dve osnovne osobine naziva se povrsinski talas. Vidimo da povrsinski talas
u smeru normalnom na razdvojnu povrs ima karakteristike evanescentnog “talasa’”, pa se
u literaturi ponegde i naziva evanescentni talas.

Efektivna vrednost elektri¢nog polja ovog talasa uz razdvojnu povrs (tj. za z = 07)
dobija se mnozenjem efektivne vrednosti vektora E incidentnog talasa modulom koefici-
jenta transmisije za odgovarajuéu polarizaciju (normalnu ili paralelnu)

Et = |Et0‘ = Ei’In,p|7 (16>

gde se koeficijent transmisije (Frenelov koeficijent) ra¢una na uobi¢ajen nacin, osim $§to
je cos 6y sada imaginarno.

2.2 Slucaj tri sredine

Pretpostavimo sada da ravan talas nailazi iz dielektrika 1 na ploc¢u (sloj) od dielektrika 2
debljine d (slika 1), a neka dielektrik sa druge strane ploce (dielektrik 3) ima iste osobine
kao dielektrik 1. Neka su sva tri dielektrika savrSena i neka incidentni talas nailazi pod
upadnim uglom veé¢im od Oror.

Iz generalisanog Snelovog zakona sledi da je prelomljeni ugao u sredini 3 jednak upad-
nom uglu u sredini 1. Kako je ovaj ugao realan, to u sredini 3 postoji progresivan ravan
talas. Dakle, u sredini 3 postoji ravan uniforman talas koji se prostire u istom smeru kao
incidentni talas. Odredimo njegovu efektivnu vrednost.

Za razliku od kose incidencije na razdvojnu povrs dve sredine, u sluc¢aju tri sredine
u srednjoj sredini (sredini 2) postoji i reflektovani talas. Dakle, osim talasa koji od z-
koordinate zavisi kao e™**  gde je « dato formulom (15), postojace i talas koji od z
zavisi kao e™**. Medutim, radi upros¢enja racuna, ovaj drugi talas ¢emo zanemariti
na prvoj razdvojnoj povrsi (za z = 0—). (Isto smo uéinili kod normalne incidencije na
sloj jonizovanog gasa.) Tako se transmisija talasa na prvoj i drugoj razdvojnoj povrsi
racuna kao da nema visSestruke refleksije. Direktno se dobija da je efektivna vrednost
transmitovanog talasa

By = Ei|T5|e™|Tss). (17)
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Slika 1. Kosa incidencija pod uglom veé¢im od fror.

Koeficijente transmisije T',5 i T'93 racunamo iz standardnih formula za Frenelove koefici-
jente (7, ili T;,), gde vodimo ra¢una da je cos 6, imaginarno.

Na ovom principu se moze ostvariti sprezanje dva opticka vlakna, tako da se signal
(talas) koji se prostire prvim vlaknom (koje u nasem sluc¢aju odgovara sredini 1) delimi¢no
preslusa i u drugo vlakno (koje odgovara sredini 3).

3 Zadaci

1. Ravan, uniforman, prostoperiodican EM talas ucestanosti f nailazi iz vakuuma na
homogen sloj jonizovanog gasa (u vakuumu) kriticne ucestanosti f. = 2f i debljine d
jednake talasnoj duzini incidentnog talasa u vakuumu. Odrediti efektivnu vrednost talasa
transmitovanog kroz jonizovani gas, u odnosu na efektivnu vrednost incidentnog talasa
(tj. efektivni koeficijent transmisije). Zanemariti “reflektovani” evanescentni “talas” na
prvoj razdvojnoj povrsi.
Resenje:

Prividna permitivnost jonizovanog gasa je ¢’ = —3gg < 0, pa u njemu postoji evanescentni
talas. Koeficijent slabljenja u gasu je @ = w\/Tuo = 38y = 27v/3/)\o. Talasna

impedansa jonizovanog gasa je Z, = j, /- M 0 —j=L \/_ Kompleksni koeficijenti transmisije

j2 2V/3

na prvoj i drugoj razdvojnoj povrsi su 15 = \/§ o 115 = V3ii

Efektivna vrednost transmitovanog talasa je
Ey = Ei|T),| eiad|z23| = Ei\/gedm/gy (18)

Sto predstavlja slabljenje od oko 90 dB.

2. Ravan, uniforman, prostoperiodican EM talas ucestanosti f nailazi iz savrSenog i
nemagnetskog dielektrika indeksa prelamanja n = 2, pod upadnim uglom od 6 = 45° na
sloj vazduha debljine d = 2\, gde je \g = %} Incidentni talas je normalno polarizo-

van. Odrediti efektivnu vrednost talasa transmitovanog kroz vazdusni sloj, u odnosu na
efektivnu vrednost incidentnog talasa (tj. efektivni koeficijent transmisije). Zanemariti
“reflektovani” evanescentni “talas” na prvoj razdvojnoj povrsi.

Resenje:
Ugao totalne refleksije za nailazak talasa na razdvojnu povrs dielektrik-vazduh je ror =



arcsin % = arcsin % = 30°. Kako je upadni ugao veéi od fror, to u sredini 2 (vazdusnom

sloju) postoji evanescentni “talas”. Za (kompleksni) ugao transmisije u drugoj sredini,
0;, je sinf; = %Sin@ = /2, cosb, = —j. Koeficijent slabljenja je o = B = %\—Z,

pa talas u vazdusnom sloju oslabi za faktor ¢4 = e Ostaje da se jo§ odrede

koeficijenti transmisije na dve razdvojne povrsi. Iz izraza za Frenelov koeficijent T},
. 22 —J2

dobija se T, = 22—, Ty = ————.
y 412 \/§—j 423 it V2
Efektivna vrednost transmitovanog talasa je

4
E; = Ei|Il2| e_ad|123| = Ei§\/§e_4”, (19)

Sto predstavlja slabljenje od oko 104 dB.



Lorencove transformacije za EM polje
- Drugi deo obaveznog dopunskog materijala iz Elektromagnetike za odsek OF' -

11. jun 2006.

1 Pregled Lorencovih transformacija za EM polje

Na osnovu Ajnstajnovih postulata relativnosti,

1. Svi zakoni fizike su invarijantni u odnosu na inercijalne sisteme;

2. Brzina svetlosti je nezavisna od kretanja izvora svetlosti;

i eksperimentalne Cinjenice da je naelektrisanje () invarijantno u odnosu na inercijalne
sisteme, mogu se izvesti Lorencove transformacije za vektore elektromagnetskog polja E
i B.

Neka su data dva sistema referencije, xyz i 2'y’2’ 1 neke se “primovani” sistem krecée
translatorno u odnosu na “neprimovani” sistem i u smeru z-ose konstantnom brzinom wv,
kao na slici 2, tako da su se u pocetnom trenutku (¢ =t = 0) koordinatni poceci O i O’
poklapali. Oznacimo vektore polja u “neprimovanom ” sistemu sa F i B, a u primovanom
sa E’ 1 B’, njihove komponente paralelne brzini v indeksom ||, a komponente normalne
brzini v indeksom | i neka je sredina vakuum. Tada su vektori polja u “primovanom”
sistemu dati formulama

E'| =y(E_.+vxB), E|=E|, (20)
E
B’L:7<BL—UX2 >, | =By, (21)
c
gde je
1
T = 7{}27 (22)
l=z

a ¢ brzina svetlosti u vakuumu. Prema tome, komponente polja u smeru kretanja su iste
u oba sistema. Razlikuju se samo komponente polja upravne na smer kretanja.

v

ot
0 O X, X

14

Z z

Slika 2. Dva koordinatna sistema koji se medusobno krecu.



1.1 Dinamicka elektromagnetska indukcija kao posledica
Lorencovih transformacija polja

Neka u “neprimovanom” sistemu referencije postoji samo magnetsko polje B, a elektri¢no
polje neka je jednako nuli. Odredimo vektore polja u “primovanom” sistemu.

Resenje:
Na osnovu druge jednacine (20) sledi E’H = 0, pa je na osnovu prve jednacine (20)

E' =FE'| =yv x B. (23)
Za nerelativisticke brzine (v < ¢) je v & 1, pa se dobija
E ~v x B, (24)

Sto je identi¢no izrazu za indukovano elektriéno polje dinamicke indukcije. Dakle, izraz
E;,apiNn = v X B, vazi samo za sporo pokretne sredine (tj. v < ¢).

Zanimljivo je da izraz za indukovano polje dinamicke indukcije vazi opste (i za relati-
visticke brzine), ako se umesto magnetskog polja u “neprimovanom” sistemu, B, u izraz
uvrsti polje u “primovanom” sistemu, B’. Naime, iz jednacina (21), (23) i osobine da je
vektorski proizvod dva paralelna vektora jednak nuli, sledi

E=ywxB=ywxB,=vxB| =vxB. (25)

V. Petrovié¢, v.prof,
predmetni nastavnik

Napomena: Ovaj tekst moze se preuzeti sa sajta Elektromagnetike.
http://galeb.etf.bg.ac.yu/ em/obavestenja.html.



Dva zadatka iz kose incidencije na jonosferu

- Treci deo obaveznog dopunskog materijala iz Elektromagnetike za odsek OF -
12. jun 2006.

1. Ravan, uniforman, prostoperiodi¢an TEM talas ucestanosti f emituje se sa povrsi zemlje,

pod uglom & u odnosu na normalu i nailazi na jonosferu ¢ija se prividna permitivnost, menja
sa visinom, &'=¢g'(h). Odrediti uslov pod kojim ¢e do¢i do totalne refleksije talasa.

ReSenje: Jonosfera se moze predstaviti kao niz tankih slojeva razli¢itih prividnih
sind _C,

g' . Vs
_ — = |—, kada se stavi 6, =—,
sing, ¢ & 2

dobijase &' =¢g,sin’ @. Talas Ce se totalno reflektovati ako je bar na jednoj visini prividna

permitivnosti. Iz generalisanog Snelovog zakona,

i . '
permitivnost manjaod &', .

2. Jonosfera se moze predstaviti kao niz slojeva u atmosferi ¢ija se kriticna ucestanost, f_,

menja sa visinom. Neka je poznato f_ . Odrediti pod kojim uglovima u odnosu na normalu

¢ max

se moze emitovati ravan, uniforman, prostoperiodican TEM talas, uCestanosti f =2f

cmax 2

tako da prode kroz jonosferu.

ReSenje: Prelomljeni ugao na proizvoljnoj visini od Zemlje dat je generalisanim Snelovim

zakonom, sin@, =sin@ —0' Uslov za prolazak kroz jonosferu je da je, na svim visinama,
£

' 2 f 2
zadovoljeno sin g, <1, t.j., sinf < /i = [1- :cz , odakle je @ < arcsin /1— C;“;X =60".
&y

V. Petrovié, v.prof,
predmetni nastavnik




